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Abstract
Following Siebel[12], we introduce coherence measures in the math-

ematical study of coherentism. In this paper, firstly, we construct
a new coherence measure through considering Siebel’s criticism for
coherence measures. Using a simple algorithm, provisionally called
filtering algorithm, almost counterexamples by Siebel can be elimi-
nated. Our coherence measure is based on Olsson’s measure. More-
over, we will extend the probabilistic measure into the internal hyper-
finite probabilistic measure by employing nonstandard analysis and
show that hyperfinite measure is more intuitive than standard mea-
sures. Finally, we also introduce fuzzy set theory to eliminate Siebel’s
last counterexample.

1 研究テーマ

本稿では，Siebelの批判に基づいて整合主義者らによる整合測度の構成を
概観し，その検討を通して新たな整合測度を構成する．また，採用されるべ
き整合測度がなんであれ，超準解析の手法がその正当化に貢献することを示
し，整合測度の構成に内的超有限確率測度を用いることを提案する．加えて，
現在取り組んでいる課題としてファジィ集合論の適用についても触れる．

2 研究の背景・先行研究

「整合性」を確率論の言葉で定式化しようという試みは何度か繰り返されて
きた．その中でも Shogenji [11]をはじめとする整合測度（coherence measure）
の構成，すなわち入力された信念集合 1 の列 S = (Ai)i∈I に応じてそれらが
どれだけ整合的であるかを示す実数を返すような函数 C を考える，という方
針は明快である．しかし，Siebel [12]が指摘するように，我々の直観に沿った
整合測度の構成は困難である．Siebelは整合測度が直観に反するような値を
返すおそれのある 5つの場合を提示した．

1. 一方の信念が他方の信念の否定を含む場合．例えば，Research Notesの
ある投稿者が日本科学哲学会に所属していることを φ(A)，科学基礎論学
会に所属していることを φ(B)で表すことにすると，Aは Bc を含む 2．
多くの整合測度は Aと B を両方とも含む信念体系を「不整合」である
と判定してしまう．
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2. 信念体系に含まれる信念の論理積あるいは論理和を信念体系に加えた
場合．

3. 信念体系から論理的に導き出される信念を信念体系に加えた場合．

4. 信念体系に必然的真理NT を加えた場合．

5. 排反であるが近い事象を含む場合．例えば，ある乾電池の電圧が V1：1V

であること，V2：2Vであること，V50：50Vであることはそれぞれ互い
に両立し得ないが，V1と V2は V1と V50よりもなんらかの意味で整合的
な組である，ということを表現したい．しかし，この問題はいずれの整
合測度もクリアできていない 3．

以下，代表的な整合測度の定義を眺めてみる．Bを事象（信念集合）の集
合，P : B → [0, 1]を確率測度とする．

Definition 1 (Shogenji, 1999)

CS(A1, A2,…, An)
def
=

P (
∩n

j=1Aj)∏n
i=1 P (Ai)

Shogenji測度は非負値を取る．CS(S)が 1未満であれば Sは不整合，1を越
えれば Sは整合的，と解釈される 4．S1 = (A,A) と S2 = (A,A,A) という同
じ信念体系を表す列の整合性を比較すればわかるように 5 ，この整合測度は好
きなだけ増大させることができてしまう．また，Shogenji測度には Siebelの
反例のうち 4番目以外 6が当てはまる．第 1反例について見てみよう．A2が
Ac

1を含むような (A1, A2)を考えると，CS(A1, A2) ≤ 1となる 7．P (A2) < 1

のとき，CS(A1, A2) < 1となるから，必ず不整合であると判定されてしまう．

Definition 2 (Olsson, 2002)

CO(A1, A2,…, An)
def
=

P (
∩n

j=1Aj)

P (
∪n

i=1Ai)

Olsson測度は 0以上 1以下の値を取る．CO(S)が 0.5未満であれば S は不
整合，0.5を越えれば S は整合的，というわけである．Olsson測度には第 1，
第 2以外の反例が当てはまる．4番目について見てみよう．P (A1 ∪ A2) < 1

なる信念 A1, A2 と P (NT ) = 1なる必然的真理NT を考えると，

CO(A1, A2, NT ) =
P (A1 ∩A2 ∩NT )
P (A1 ∪A2 ∪NT )

= P (A1 ∩A2)
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となるが，これは CO(A1, A2) = P (A1 ∩ A2)/P (A1 ∪ A2)より真に小さい．
必然的真理NT の追加によって信念体系の整合性が小さくなるなどというこ
とは不自然である．
Fitelson [3]の整合測度は構成が少しややこしい．

Definition 3 (Fitelson, 2003) ふたつの信念集合を引数に取る Fitelson函
数 F (Ai, Aj)を，AiがAj を含むときは 1，Ac

i がAj を含むときは−1，それ
以外のときは

F (Ai, Aj)
def
=

P (Aj |Ai)− P (Aj |Ac
i )

P (Aj |Ai) + P (Aj |Ac
i )

で定義する．
S = (A1, A2,…, An)の組み合わせ集合 ComS を

∪
2≤m1+m2≤n

{(
m1∩
k=1

Aik ,

m2∩
l=1

Ajl

)∣∣∣∣∣ {i1,…, im1} ⊔ {j1,…, jm2} ⊆ [1 : n]

}

とおく．ただし，[a : b]で a以上 b以下の整数全体の集合を表す．
整合測度 CF は以下で定義される．

CF (S)
def
=

∑
O∈ComS

F (O)

|ComS |

すなわち，考えられる組み合わせすべてを Fitelson函数に適用した値の平
均を返すようなものを整合測度とする．

Fitelson測度にはSiebelのすべての反例が当てはまる．2番目について見てみ
よう．A1とA2が交わっているとする．CF (A1, A2, A1∩A2)とCF (A1, A2, A1∪
A2)はいずれもCF (A1, A2) より真に大きい．しかし，これらは同じ状況を表
している．
ふたつの信念集合を引数に取る函数 f を用いて

Cf (S)
def
=

∑
O∈ComS

f(O)

|ComS |

とすれば，これは Fitelson測度の一般化になっている．f に Fitelson函数で
ないものを採用した整合測度の構成は Douven & Meijs [2]などで試みられて
いるが，こちらもやはり Siebelの反例すべてが当てはまってしまう．Siebel

は Bovens & Hartman [1] による整合測度も紹介している．しかし，これも
うまい構成とは言い難く，第 1反例しか克服できていない．
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Herzbergは [5]で整合主義への超準的アプローチを提示したが，整合測度
への適用については触れていない．Robinson [10]によって広く知られること
となった超準解析（nonstandard analysis）は，Leibniz流微積分学のモデル
理論的手法による正当化である．これにより，イプシロン・デルタによる解
析学の整備に伴って排除された「無限小」概念（そして「無限大」概念）を
用いた数学が可能となる．構成は今村 [6]および竹内 [13]に従う．
推移的な宇宙（universe）Uが ZFCの公理を必要なだけ満たしているとす
る．内的宇宙（internal universe）∗Uを考えるにあたり，以下の 4つの公理
を導入する．LX を集合X の元を定数とした一階述語論理の言語（language）
とする．

Axiom 1 (自然延長) LU-項 tおよび LU-論理式 φに対し，L∗U-項 ∗tおよび
L∗U-論理式 ∗φが対応．これらを自然延長（natural extension）とよぶ．

Axiom 2 (移行原理) 任意の LU-閉論理式 ψに対し，U |= ψ ⇔ ∗U |= ∗ψ．

Axiom 3 (共起性原理) Uの部分集合族 {Ai}i∈I が有限交叉性を持つ，すな
わち任意有限個の Ai1 ,…, Ain がいつでも

∩n
k=1Aik ̸= ∅ を満たすならば，∩

i∈I
∗Ai ̸= ∅が成立．

Axiom 4 (飽和原理) ∗Uは |U|+-飽和である．

移行原理（transfer principle）より標準数学の議論と超準数学の議論を行
き来して考えることが許され，共起性原理（concurrence principle）より無
限小・無限大といった理想元の存在が保証される．b ∈ ∗U は b = ∗a なる
a ∈ Uが存在するとき標準的（standard）であるといい，そうでないとき超
準的（nonstandard）であるという．∗Uの部分集合で標準集合の元であるよ
うなものは内的（internal）であるといい，そうでないものは外的（external）
であるという．以後，我々は ∗U上で数学を展開する．特に ∗Rを考え，その
元を超実数（hyperreal number）と呼ぶ．
一様空間（uniform space）Xの点x, yに対し，Xの任意の近縁（entourage）

U が (x, y) ∈ ∗U を満たすとき，xと y は無限に近い（infinitly close）とい
い，x ≈ y と書く．x ∈ X のモナド（monad）を µ(x)

def
= {y ∈ ∗X |x ≈ y }

で定義する．X がノルム空間で 0X がその零元のとき，µ(0X)の元を無限小
（infinitesimal）と呼ぶ．
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3 筆者の主張

本稿における筆者の主張はふたつである．ひとつは，あるアルゴリズムに
従って与えられた順に信念体系を「整頓」することで Siebelの第 2，第 3，第
4反例は解消される，というもの．これを仮にフィルタリングアルゴリズム
（filtering algorithm）と呼ぶことにする．もうひとつは，超準確率論を用いる
ことで整合測度をより直観にフィットさせることができる，というものだ．
まず，ひとつめの主張について．フィルタリングアルゴリズムは「無駄な」
信念を信念体系から抜き取り，あり得ない信念，すなわち P (A) = 0なる A

がひとつでも含まれていた場合，P (α)P (β) ̸= 0かつ P (α ∩ β) = 0なる αと
βを信念体系に加える．αと βは条件を満たすような任意の信念であるが，最
終的に我々が得たいのは整合測度であるため，ここで αと β の任意性によっ
てアルゴリズムの出力が一意的でなくなることは問題ではない．この操作に
より，あり得ない信念を含む信念体系は必ず整合測度 0を返すようになる．次
に，信念体系があり得ない信念を含まない場合を考える．我々がいま整頓し
たい「無駄な」信念は，論理積・論理和・論理的帰結・必然的真理である．
S = (A1, A2, A3)とする．信念 A3 に対するフィルタリングを

「P (A1 ∩A2) = P (A1 ∩A2 ∩A3)であれば S から A3 を除く」

とする．A3 = A1 ∩A2 すなわち φ(A3) = φ(A1 ∩A2) = φ(A1)∧φ(A2) のと
き，P (A1 ∩A2 ∩A3) = P (A1 ∩A2) となり，A3は S から除かれる．明らか
に，論理和・論理的帰結・必然的真理もこのフィルタリングによって除かれ
る．一般の長さの S について，信念 Ai に対するフィルタリングを

「P (
∩i−1

k=1Ak) = P (
∩i

k=1Ak)であれば S から Ai を除く」

とすれば，Siebelの反例のうちの 3つが解消される．このアルゴリズムでは第
1反例を解消することはできないが，フィルタリングされた信念体系をOlsson

測度で判定すれば形式的には第 5反例以外のすべての批判をかわすことがで
きる．フィルタリングアルゴリズムが出力する信念体系はもとの信念体系が含
む信念の順序に依存するが，この性質を修正すべきかどうかは要検討である．
ふたつめの主張に移ろう．標準世界の確率測度に対応する内的確率測度，特
に有限確率測度に対応する内的超有限確率測度を考える．標準的な（有限ま
たは無限の）確率測度の代わりにこれを使おう，というわけである．
内的超有限確率測度 P : B → ∗[0, 1] を用いる利点は少なくともふたつある．

(1)無限和や積分などといった極限操作を経ることなく，無限個（超有限個）
の事象に対応する確率が定まる．nは無限大超自然数，すなわち n ∈ ∗N \ N
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であるとして，n個の互いに共通部分を持たない事象 {A1, A2,…, An} を考
える．これは無限集合である．このとき，少なくともひとつの事象が起こる
確率は

∑n
i=1 P (Ai) となる．(2)標準的な測度論であれば，確率が 1であると

きに，その事象が「絶対に成り立つ」ことなのか「ほとんど確実に成り立つ」
ことなのかを確率のみからは判別できない．しかし，このことは内的超有限
確率測度が 1であるか，ある非負の無限小超実数 εを用いて 1 − εと表され
るかによって区別することができる．同様に，「絶対に成り立たない」ことと
「ほとんど確実に成り立たない」ことは測度が 0であるか非負の無限小である
かによって区別される．これらの違いをもたらす内的超有限確率測度は，標
準的な測度に比べ，より直観にフィットしていると言えよう．
まとめよう．信念の超有限列全体の集合をBωとおく．内的整合測度（internal

coherence measure）を次のように構成する．

Definition 4 (Internal Coherence Measure) P を内的超有限確率測度
とする．フィルタリング（filtering map）F : Bω → Bω はアルゴリズム
「入力 S = (A1, A2,…, An)に対して :

　 1.　 S ′ = ∅とする．
　 2.　 i = 2から nに対し，
　 3.　　 P (

∩i−1
k=1Ak) > P (

∩i
k=1Ak)かつ P (Ai) ̸= 0なら

　 4.　　　 Ai を S ′ に加える．
　 5.　　 P (Ai) = 0なら
　 6.　　　 αと β を S ′ に加える．
　 7.　　それ以外の場合は何もしない．
　 8.　 S ′ を出力する．」
に従うものとする．整合測度 CI を次で定義する：

CI(A1, A2,…, An)
def
= ∗CO ◦ F(A1, A2,…, An).

4 今後の展望

Siebelの反例のうち 5番目は，その性質上整合測度の定義をどのように工
夫しても必ず発生する．筆者は現在，この問題は信念を通常のクリスプ集合
（crisp set）ではなくファジィ集合（fuzzy set）で表現することによって解決
されると考え，その定式化に取り組んでいる．通常の集合（クリスプ集合）は
ある xがその集合に属すか属さないかがハッキリしており，各クリスプ集合
Aは特性函数（characteristic function）

mA(x) =

{
1, x ∈ A

0, x /∈ A
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で特徴づけられる．ファジィ集合は特性関数の一般化である帰属度函数（mem-

bership function）によって特徴づけられる．ファジィ集合 Aの帰属度函数
mA は 0以上 1以下の値を取る．例えば，次のようなファジィ集合 V を考え
てみる．xをある乾電池の電圧とする．

mV (x) =


1, x = 1.5

1/2, x ∈ [1.3, 1.5) ∪ (1.5, 1.7]

1/4, x ∈ (1, 1.3) ∪ (1.7, 2)

0, otherwise

購入した 1.5Vの乾電池が電圧測定によって実は 1.6Vであると知ったとし
ても，我々の「1.5Vの乾電池を購入した」という信念 φ(V )が揺らぐことは
ない．実際，乾電池の初期電圧は多くの場合 1.6Vであり，中には初期電圧が
1.7Vのものも存在する．それでも「1.5Vの乾電池を購入した」という信念
は損なわれない 8．他方，もし 100Vであれば確実にこの信念は損なわれる．
mV はこの違いを表すことができている．このように，信念の曖昧さを認め
れば Siebelの第 5反例を解消することは可能であるように思われる．

注

1集合を命題に写す全単射 φによって各信念集合はある信念を表現してい
るとみなす．和集合は論理和，共通部分は論理積，補集合は否定，部分集合
であることは含意に対応する．

2 Research Notesに投稿するためにはふたつの学会のうち少なくとも一方
に所属していなければならないため，Bc = (A ∪B) \B ⊆ A となっている．

3 V2 が V50 よりも V1 に「近い」という感覚が確率の概念とはまったく関
係しないことからわかるように，確率測度のみに頼る構成でこの問題を解消
することは不可能である．

4整合的であることと不整合であることのしきい値はKoscholke [8]に基づ
く．Siebel [12]は整合測度に必ずしもこのようなしきい値があるわけではな
いという立場に立つ．

5実際，P (A) < 1であればCS(A,A) = P (A)
−1

< P (A)
−2

= CS(A,A,A)

となる．適用する列の長さを大きくしていけば，CS は（まったく同じ信念体
系の整合性を検査しているにもかかわらず）際限なく増大していく．この問
題は本質的には Siebelの第 2および第 3反例の特別な場合に過ぎない．

6 CS(A1, A2, NT ) = CS(A1, A2)となり，必然的真理NT の追加は整合性
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に影響しない．

7 P (A1) = 1 − P (Ac
1) = 1 − P (Ac

1 ∩ A2) ≥ 1 − P (Ac
1 ∩ A2)/P (A2) =

1− P (Ac
1|A2) = P (A1|A2) = P (A1 ∩A2)/P (A2)

8 もちろん，この事実を知らなければその限りではないだろう．文字の上
では同一の信念が実際にどのようなファジィ集合に対応しているかは，あく
までも主観的にしか決定されない．
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